Ensinar o conceito de derivada com o Geogebra
Versao 1.0, Dezembro de 2009
Objectivo

Esta actividade ¢ orientada para o professor que pretenda criar actividades para os alunos
sobre a primeira derivada de uma fung¢ao, recorrendo ao Geogebra. O codigo-fonte das construgdes
apresentadas assim como as actividades exportadas tal como serdo vistas pelos alunos podem ser
encontradas na pasta Geogebra/fontes. Pretende-se que o aluno se possa inteirar do significado da
derivada do seguinte modo:

— (A) arrastando um ponto de uma funcdo e visualizando o valor do declive da recta

tangente a fung¢do naquele ponto

— (B) com base na defini¢do de derivada num ponto A, arrastar um ponto X até que no

limite ele coincide com o ponto A, visualizando a recta que passa pelos dois pontos e o
respectivo declive
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Procedimento
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Comece por representar uma fungdo, por exemplo, f(x)=x* digitando-a directamente na

BX

- Ohjectos livres
] f[ﬂ]=ﬂz
) Ohjectos dependentes

b4

F(x)=x*2|

Comando ..

@ Entrada:

2. Em seguida, vamos adicionar um ponto a esta funcdo, digitando na linha de comandos do
Geogebra: A=ponto(f). Este ponto pode ser arrastado para uma outra posi¢do qualquer, ao

longo da funcao f.

E GeoGebra - derivada.ggb
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) Ohjectas livres

@ f['!]=!’
Objectos dependentes
@ A =(1.2, 1.44)

X

A=ponto[f]

Camanda ...

@l Entrada:
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3. Adicionamos agora uma recta tangente a f no ponto A, escrevendo na linha de comandos do
Geogebra: t=tangente[A,f].

i#% GeoGebra - derivada.ggh ._ E|[Z|
Ficheiro Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda
i) [ Al [ O E B
L || 1 il f [ ° . —* 1 -
Objectos livres X t
e f(x) =%
Objectos dependentes
@ A=(121.44)
ety = 24K - 1.44
S T 3 6
@Entrada: t=tangente[A.f] 2 W o || Comandao.. W

4. Para mostrarmos a equagdo da recta na zona grafica, seleccionamos a recta e escolhemos
“Propriedades”, “Rotulo”, “Exibir Valor”

E GeoGebra - derivada.ggb Z E|[X|

Ficheiro BEEEI® Exibir Opgdes Ferramentas Janela  Ajuda

%) Desfazer Cirl+Z &y
. e
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W

Ohject 5/ Apagar Delete t
Chject Seleccionar tudo Cirl+a
j :JF Seleccionar o Layer actual Cirl+L
1y
Seleccionar descendentes Cttl+3Shift+d
Seleccionar ascendentes Cirl+d

[] Capia da zona grafica para a area de transferéncia  Ctri+Shift+C

Propriedades ...

Ja

@Entrada: t=tangente[A.f] 2 W o || Comandao.. W
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- Propriedades E

Ohjectos Basico | cor| Estilo| Algebra | Avancado|
=-Fungao
l%_l---F'_nntT:: Mome: |t ||'1 1"’r|
. @A Definigéo: |Tangente[ﬁ.ﬂ * v||'1 v|
=-Recta

Wy Legenda: | ® v||“ v|

Exihir objecta

Exihir ratula:

(] Exihir traco
[] Objecto fixo

[] Objecta auxiliar

5. Agora, adicionamos um ponto, Q, cuja abcissa ¢ igual a abcissa de A e ordenada igual ao

declive da recta tangente t no ponto A. Para isso escrevemos na linha de comandos:
Q=(x(A),declive[t])

{# GeoGebra - derivada.ggb

B=1(ES

Ficheiro Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda

[~ DI OO | &L

) Ohjectos livres x f
e (@ fix) = x*

Objectos dependentes
@ A=(0.71,0.5)
@ Q=(0.71,1.42)
ety =1.42% - 0.5

.
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) Entrada: |Q=(x(A),declive[t])| = v |0 | Comando ... v
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6. Pretende-se que o ponto Q deixe um rasto de forma a transmitir ao aluno como ¢ construida
a fun¢do derivada. Para isso clique com o botdo direito do rato em cima do ponto Q ou na
sua defini¢do na zona algébrica e escolha “Activar traco”.

E GeoGebra - derivada.ggb : Elle

Ficheiro Editar Exibir Opgles Ferramentas Janela Ajuda

'h - L] =
._/"_,;-f_ Dol QY O] [l N sz | P
Ohjectos livres X f
P f['.'t]='.'t=
Ohjectos dependentes
@ A=(0.71,05)

@ Q=071
3 tiy=1.42 Ponto Q: (x(A), Declive[t])

Coordenadas polares

v - Exibir ohjecto
v A0 Exibir rdtulo

" Activar trago

@’ Copiar para a entrada de comandos

@ Entrada: E

L]

Comando .. A

[l Renomear

7. Para ser mais facil de perceber as coordenadas dos pontos Q e o valor do declive da recta
tangente a f no ponto A, escolha “Inserir texto”. Na janela de didlogo que surge, digitamos

"Declive da tangente =" + (Declive[t]) +"
Coordenada do ponto Q = (" + (x(Q) +"," + (y(Q))) +")"

E GeoGebra - derivada.ggb : EI@

Ficheiro Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda

YR EEEcEEN =B
7 ¢ 7 7 "'HJT'-_; 7 7 .’jv I AN I 7 ~»
) Objectos livres x a=z
: Selector
L (@ f[!]=ﬂz —_—
) Objectos dependentes Bl . "
@ A= (0.71, 0.5) D Caixa para exibirf esc
@ Q=(0.71,1.42)
ety =1.42% - 0.5
y Inserir texta k
S»
W Ingerir imagem
w9 g
9 - )
g=p Felagao entre dois ok
5 o b z 5 ] I
@Entrada: Q=(x{A),declive[t]) = M |0 || Comando .. VI
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E GeoGebra - derivada.ggb

(=1

Ficheiro Editar Exibir Opgles Ferramentas Janela Ajuda
, : .
R R = o] [ e DN 3
) Objectos livres x| f y=A42-05
] f[ﬂ]=ﬂz
Objectos dependentes
@ A=(0.71,0.5)
@ Q=(0.71,1.42)
ety =1.42% - 0.5
Declive datangente =1.42
Coordenada do ponto @=(0.71,1.42)
2 3 g 8 10 12
@Entrada: = o v Comando .. b

8. Vamos agora exportar a actividade como uma pagina Web para o aluno poder explorar no
seu navegador. Como ndo pretendemos que o aluno veja a “Zona Algébrica” desactive-a no
menu “Exibir”, “Zona Algébrica”. Depois, escolha “Ficheiro”, “Exportar”, “Folha de

trabalho dinamica”.

{#] GeoGebra - derivada.pggh

B=1(E9

A NG Editar  Exibir
|:| MHova janela Cirl+M
Movo
= abrir Crl+0
@ Gravar Ctrl+5

Gravar como ...

F& Exportar

{y Previsdo da impresséo . Cirl+P

£ derivada.ggh
¥ derivada? gab

ﬂ' regressan_explorarZ.goh
ﬂ' regressao_explarar.gah

@ Fechar

Alt+F4

Opgdes Ferramentas Janela  Ajuda
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ri Folha de trabalho dindmica como pagina web

Zona grafica como imagem (png, eps) .

[] Copia dazona grafica para a area de transferéncia

Fona grafica como PSTricks ..
Zona grafica como PGRMIKE ...

L/

ihtmly ... Ctr

Ctrl-
Ctrl-

Ctrl-

Comando ..

j 2
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9. Na janela de didlogo que surge, vamos preencher diversos dados, nomeadamente os passos
que queremos que o aluno siga na realizacao da actividade:

Exportar: Folha de trabalho dinamica (himl)

Titulno: |Conceitn de derivada

Autor:| CIENCEDUC - Dep. Gigncias ISCS-N ' Datar|31 de Dezembro de 200 |

Geral |Pwan§ad0

Texto antes da construgdo:
O grafico seguinte apresenta a fungdo f="2 e urna recta tangente & funcdo Tno ponto A,

= W
L[ £

I

(¥ Folha de trabalho dindmica (O Botdo para abrirjanela da aplicagdo com construgdo

Texto depois da construcio:
1. Arraste lentamente o ponto A

= W
L[ £

2. Verifique que o declive da recﬂra tangente & fungdo fno ponto A é representado pela ordenada de Q.

3. Derive nurma folha de papel a fungdo fig=x"2 e compare com o trajecto desenhado pelo ponto Q.

[ Exportar [ Cancelar

10. No separador Avangado vamos alterar o tamanho da janela para 900 x 440.

Exportar: Folha de trabalho dinamica [html)

Titulo: |Cnnceitu de derivada |

Autor:| CIENCEDUC - Dep. Cigncias 13C8-N | Data:| 31 de Dezermbra de 200|
Gearal A\fangadn|

Funcionalidade Interface do utilizadar

[] Activar a possibilidade de seleccionar com o bot3o direito do rata [] Exibir a barra de menus

Activar a possibilidade de deslocar os rotulos [] Exihir a barra de ferramentas

[] Exibir o icone para refazer a construgAo Exihir a ajuda para as ferramentas

[] Pode ahrir a janela da aplicagdo, clicandn duas vezes na zona grafica. [] Exihir a barra de comandos

Largura: | 400 | Altura: | 44E||

Java Applet
[ archive = "hitp:fhwwe. geogebra. orghvebstarti3. 2igeogebra.jar”

Exportar ” Cancelar ]
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11. Depois de exportar a actividade para uma dada pasta, o seu navegador web devera entretanto
abrir a actividade tal como serd vista pelo aluno. Grave também o trabalho até agora feito no
ficheiro derivada_explorar.gdb.

B)

12. A construgdo seguinte passard pela utilizacdo da defini¢do da derivada num ponto

h’(a)=1im7h(x)_h(a)

x—a X—

Digite uma fungdo, por exemplo, h(x)=1/4(x-2)

%] GeoGebra - derivada?.ggb |'._||'E|rz|
Ficheiro Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda
N5 RS = N B
o 7 A | e /] N\ S
) Ohjectos livres *
@ h() =114 (x-2)
) Ohjectos dependentes
2_
D \ | |
] 2 4
&) Entrada: | h(x)=1/4(x-2)*2| - v |lo | Comando .. v

13. Adicionemos um ponto A a fung¢do f, ponto onde queremos calcular a derivada e que sera
fixo, de abcissa 4 e ordenada h(4), digitando na linha de comandos do Geogebra: A=(4,h(4))
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E GeoGebra - derivada?.ggb
Ficheiro Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda

%% i O] [

Objectos livres *
@ hix) =114 (x-2)
Objectos dependentes
J H=l:4, 1}
2_
8] \
0 2 4

@Entrada: | = W | lo v Comando ..

‘*" »

-
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14. Em seguida, adicionamos um ponto moével na funcdo h com o comando: P=ponto[h].
Clicando com o botdo direito do rato em cima do ponto P ou da sua definicdo, ou
escolhendo “Propriedades” no menu “Editar” surge uma janela de didlogo e na “Legenda”

digitamos “X”’ e em “Exibir Rétulo™ a opgao “Legenda”.

B=1(ES

E GeoGebra - derivada2.ggb
Ficheiro Editar Exibir Opgles Ferramentas Janela  Ajuda

R RCE

Objectas livres

O hix)=1/4 (x-2)
Objectos dependentes
J n=|:4, 1}

L@ P =(0,1)

.
il

o

] &

» =2
L 2 . ——
W L

b4

@Entrada: P=pnntn[h]| 2 W lo M| Comando ..
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E GeoGebra - derivada?.ggb
Eu:iit;ar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda

%) Desfazer Ctrl+F
M Fefazer Cirl+y '%' '.,
7 2"

& Apaoar Delete

Seleccionar tudo Ctrl+A,
Seleccionar o Layer actual Crl+L
Seleccionar descendentas Ctrl+Shift+d
Seleccionar ascendentes Ctrl+d

[ Copia da zona grafica para a area de transferéneia  Cirl+Shift+C

Fropriedad :
4
@ Entrada:; |P=ponto[h] 2 W0 || Comando .. b
% Propriedades E|
Ohjectos Basico | Cor| Estila| Algebra | Avancado|
=-Fungan
=-Ponto Nome: |P | |'1 v|
@ A Definigén: |F'|:|nt|:|[h] 2 V|||:t V|
Legenda: |}{ ® v||'1 v|

Exibir objecta

Exibir rétulo: |8

[ ] Exihir trago
[] Objecto fixo

] Objecta auxiliar
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15. Adicionamos uma recta que passa pelo ponto A e pelo ponto P com o comando: recta[A,P]

(=1

E GeoGebra - derivada?.ggb
Ficheiro Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda

A [ 9]0 <)

Objectos livres
@ hix) =114 (x-2)
Objectos dependentes
3 A= {4, 1}
@ P = (0.48, 0.57) 2-
e A 043K - 3.52y = -1.81

I

a=2
—_—
ar

A
'_

b4

2 W0 || Comando ..

@) Entrada: recta[A,P]

16. Criamos a primeira derivada da funcdo h(x) com o comando: Derivadalh,1]. Escondemos
em seguida a derivada da zona grafica desactivando “Exibir Objecto”.

B=1(ES

E GeoGebra - derivada2.ggb
Ficheiro Editar Exibir Opgles Ferramentas Janela  Ajuda

R RCE

Objectas livres
D hp) =114 (x-2)
Objectos dependentes
9 A=(4,1)
.- @ P =(0.48,0.57) 2
& a:043x-352y=-1.81
D WX =2(x-2) 4

'~
— ‘ ‘%v‘ (od

o

a=2
e
L

b4

a
[
o # Fungao h': 1° derivada d
o 2
/ v [l Exibir objecto
v A0 Exihirrotulo
@I Entrada: |Derivadalh,1] = |0 % | Comando .. & Activar trago
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17. Falta apenas adicionar texto que contém o valor da derivada no ponto A e o valor do declive

da recta criada. Para isso, escolha “Inserir Texto” e digite:

"\lim_{x\to a}\frac{h(x)-h(a)} {x-a}=h'(a)=" + (h'(x(A)))

Note que se utilizou notagdo “LaTeX” para introduzir uma férmula matematica. Para
aprender mais sobre a escrita em LaTeX veja por exemplo a hiperligagao

http://www.latex-project.org/guides/

#®] GeoGebra - derivada?.ggh

Ficheiro Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda

DREEECE

a7 n) a7 n)
) Objectos livres x
e hiX) =114 (x - 2
) Objectos dependentes
e A=(4,1)

N

A
L ]
5,

Bl 9

a=2
Selector

5 Caixa para exibirf esc

@ P = (0.48, 0.57) 2-
0 a0.43x%-3.52y=-1.81
O W) =2(x-2) /4

Inserir texto

- L4
3 { !lfz Inserir imagem
@
_-—-—'_'_-_-_-_-_
o
o 3 az p Relagdo entre dois ok
|
@Entrada: = ¥ |o % Comando ... VI

{#] GeoGebra - derivada?.ggh

Ficheiro Editar Exibir Opgles Ferramentas Janela  Ajuda

“lim_{ato affracihd-hia)He-a=ha)=" + (h'GAn = v

Farmula LaTeX

[ (0] 4 ” Cancelar

(il LA [ B O O [ L] o] | 4

lim

k{23 b
{x}_;a}=h'(a]=1

@Entrada: = o » | Comando .. e
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http://www.latex-project.org/guides/

Escolha novamente “Inserir Texto” e digite:
"Declive da recta =" + (Declive[a])

{#] GeoGebra - derivada?.ggh
Ficheiro Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda

.- N ¥ T Ny T W Y F

¢h
o
n) ‘%Tp" »
"Declive da recta =" + (Declive[a]) 2 » hex)- hea)

lirn =h'{a)=1
I3 ¥ lx—a *3

Declive darecta=0.12

[]Férmula LaTex -/

’ Ok ” Cancelar l

A F

-

@Entrada: = ¥ |o % Comando ... »

18. Desactive “Exibir — Zona Algébrica” Exportamos a actividade para uma folha dinadmica
com texto semelhante ao seguinte, definindo o tamanho da folha no separador “Avanc¢ado”.

Exportar: Folha de trabalho dinamica (html)

Titulo: |Conceitn derivadall

Autor:| CIENGEDUC - Dep. Giéncias ISCS-N ' Data:| 31 de Dezernbro de 200

Geral | avangado)

Texto antes da construgfo:

O grafico seguinte apresenta a fungdo 1/40-23"2 e uma recta gue ﬁ‘;ssa pelo ponto A e pelo ponto 3. = W

(#) Folha de trabalho dindmica (O Botdo para ahrit janela da aplicagdo com construgdo

Texto depois da construgdo:

1. Arraste lentamente o ponto ¥ de forma a encontrar o limite em gue este tende para a & = v

2. Compare o valor do declive da recta obtido com o valor da derivada apresentado

3. Derive afungdo hia numa folha de papel e determine h'i4) analiticamente

Exportar ’ Cancelar ]
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Exportar: Folha de trabalho dinamica (html)

Titula: |Cnnceitn derivada ll ‘

Autor:| CIENCEDUC - Dep. Ciéncias ISCS-N | Data: 31 de Dezernbro de 200
Geral A\fan;adn|

Funcionalidade Interface do utilizador

[] Activar a possibilidade de seleccionar com o botdo direito do rato [] Exihir a barra de menus

Activar a possibilidade de deslocar os rotulos (] Exihir 2 barra de ferramentas

[] Exibir o icone para refazer a construg o

[(] Pode abrir a janela da aplicagdo, clicando duas vezes na zona grafica. [] Exihir a barra de camandos

Largura: | EIEIIZI| Altura: | 44IZI|

Java Applet
[] archive = "hitp:iwwiv. geogebra.orgiwebstart3 2igeogebra jar”

[ Expartar H Cancelar ]

19. Depois de exportar a actividade para uma dada pasta, o seu navegador web deverd entretanto
abrir a actividade tal como serd vista pelo aluno. Grave também o trabalho até agora feito no
ficheiro derivada explorarll.gdb
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